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1 PROVA DE AVALIACAO

e A duracdo do exame é 2horas + 30minutos de tolerancia.
» Cotacdo: As perguntas 1 a 6 valem 16/6 valores e as 7 e 8 restantes 2 valores cada.
e Justifique convenientemente todos os calculos que efetuar.

PARTE 1 (16 VALORES)

: - . : > 1
1. Determine a solugdo geral da equacao diferencial 2xy dx + (3 yx©+ n7y ]a’y =0.
=

2. Determine a solucio da equacdo 2y’dx + ( y +x )xa’y =0 com y(1)=I.

3. Resolva a equagdo diferencial y"'—4y +5y =2e" cos(t), pelo método da variacdo
das constantes.

4. Resolva a equacdo diferencial y"+3y = 4e"u(r-2), y(0)=0, y(0)=0 usando
Transformadas de Laplace.
6_35 s
— =
(s+2)° s —25+43

5. Calcule a inversa da transformada de Laplace  F(s)=

_ y=nyy+e , .
6. Determine a solucdo de usando o método da variagdo das

y2’=4y1—3y2+2ef

constantes.

PARTE 2 (4 VALORES)

7. Considere a equagdo diferencial de ordem »

Y (x) + (%) Y (x) +ay ()Y () + o+ @, (1) V() + @, (x) p(x) = f(x)

Sejam 1, (x),1,(x),...,u,(x) solugdes linearmente independentes da equagdo diferencial
homogénea associada. Mostre que ¢ possivel obter uma solugdo da equacdo diferencial
completa sob a forma y(x) = 4, (x) u,(x) + A, () uy(x)+...+ A4, (x)u,(x)

8. Mostre, justificando convenientemente, que a Transformada de Laplace da
convolugdo de duas fun¢des € o produto das Transformadas de Laplace de cada uma
dessas fungdes. '
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2 Prova de avaliacio

o A duracgdo do exame € 2horas + 30minutos de tolerancia.
o Cotacdio: As perguntas de 1 a 5 valem 16/5 valores cada e as restantes 2 cada.
« Justifique convenientemente todos os célculos que efetuar.

1 Calcule diretamente jc Zdx—x’dz, onde C é a curva de intersecio do cilindro

x*+2z°=1edoplano x+y+z=1.
2 Resolva o exercicio 1 aplicando o teorema de Stokes.

3 Considere o volume V limitado pelas superficies y = z>+x” epor y=1. Calcule o
fluxo do campo f(x,y,z)=(x,2y,~2z) para o interior de V.
Verifique o Teorema de Gauss.

4 Considere o campo de vetores F(x,y,z)= (2?6, x4 y,- 1)

a) Verifique se ¢ um gradiente.
b) Considere a aplicagdo de F a uma particula que se desloca segundo o segmento de
reta que une ponto (0,1,1) ao ponto (1,2,2). Calcule o trabalho realizado por F .

r
5 Desenvolva em série de co-senos a fungio f(x)=-x, xe }—E,O[ :

6 Seja @ um campo escalar diferencidvel em que o gradiente Vo€ continuo num

conjunto aberto conexo S < R”
Mostre que para cada dois pontos 4 € B de S ligados por um caminho regular em S se tem

[ Voda=o(B)-o(4)

7 Enuncie o teorema de Green e mostre que as coordenadas (E, j}") do centroide de uma
regifio plana S, limitada por uma curva simples fechada C com area 4, sdo dadas por:
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1°TESTE - Recurso

e A duragdo do exame € 2horas + 30minutos.
Cotagdo: As perguntas 1 a 5 valem 16/5 valores, e as duas restantes 2 valores cada.
Justifique convenientemente todos os calculos que efetuar.

2
1. Determine a solugdo da equagdo (2x2ex - y2 Ydx —2xyIn(x)dy =0

2. Dada a equacdo diferencial y'+ % y+x—-2=0
x

a) Classifique a equagdo

b) Determine a solugdo que satisfaz y(-1)=3

3. Resolva a equacgdo diferencial y"+4y=2+4x
pelo método da variagdo das constantes

4. Determine a solugdo da equagdo diferencial y"+4y =10r(¢), que satisfaz as

0, 0Z¢t<1
condigdes y(0)=0, y'(0)=1, onde r(¢)= 1
e, >

=58

s+2 e
+

5. Calcule a inversa da Transformada de Laplace F'(s) = 5 5
§° + 2st5  s° + 2815

6. Considere um sistema diferencial linear homogéneo dado por
Y'(t)= 4AY(t)

onde A é uma matriz real , nxn . Supondo que A possui os valores proprios A = a+if3
e A=a-if, descreva, justificadamente, como pode associar a esses valores duas
solucdes reais do sistema .

7. Seja F(x,y,C)=0 uma familia de curvas a um pardmetro C (Ce R).

a) Defina trajetdrias ortogonais a essa familia de curvas.

b) Indique, justificadamente, como pode obter a partir de F(x,y,C)=0, a equagdo
diferencial que define essas trajetdrias ortogonais.
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2° TESTE - Recurso

e A duracfo do exame: 2horas e 30minutos.
o .Cotaciio: As perguntas n°l a 3 valem 13/3 valores, a n°4 3 valores ¢ as restantes 2 cada.

o Justifique convenientemente todos os cilculos que efectuar.

1. Seja f(x,y) : R2 > R? tal que f(x,y)=(=y+Lx). Considere a regifo do plano

. 2
limitada por x = y~ com x<4.
a) Calcule o integral de f(x,y) ao longo dalinha C que ¢ fronteira dessa regido, percorrida

no sentido retrégrado.
b) Verifique o Teorema de Green.

2. a) Calcule a 4rea da superficie z+x* +y’ =4, 222
2

zx) , através da superficie fechada

20~

1+z*
limitada superiormente pela superficie referida na alinea a) e inferiormente por z-2=0.

b) Calcule o fluxo do campo f(x,¥,z) = (e” ‘,

—1<x<l.

. . o 1
3. Desenvolva em série de Fourier a fungdo periédica f'(x)= 5]\:

2

j(x,w):

. Determine uma fungio potencial de F e usando o 2° Teorema fundamental

4. Seja F o campo vectorial conservativo definido em R" por F(x,y,z)= (1 ;
+r

onde =[’_|t(x, Y,z)

L1l
para o calculo de integrais de linha determine j((o 0 O))F(x, v, z) da .

5. Enuncie com rigor o teorema de Gauss. Mostre, utilizando-o, que sendo ¢ uma fungio de
campo escalar definida em R, e sendo ¥ um volume cuja superficie fronteira S ¢ um conjunto
de nivel dessa funcdo, se tem:

[[], Apdsdydz = |vo|ds

6. Sejam f e g duas fungdes de campo escalar em R’. Considere a fun¢io de campo vectorial

Vg
a) Calcule Vx(/Vg).
b) Mostre, justificando convenientemente, que sendo S uma superficie regular e C a
linha fechada que é bordo dessa superficie, se tem:

JL(VfXVg)-dS :§C(fvg)-da




Mestrados Integrados em Engenharia Mecnica e em Eng Industrial € Gestéo

ANALISE MATEMATICA III
DEMec

Universidade do Porto

Faculdade de Engenharia

FEUP | 2012-02-06

Exame global - Recurso

e A duracdo do exame é 2horas + 30minutos.
o Cotacdo: As perguntas 1 a 6 valem 16/6 valores, e as duas restantes 2 valores cada.
« Justifique convenientemente todos os calculos que efetuar.

2
1. Determine a solugdo da equagéo (2x28x — yz)dx —2xyIn(x)dy =0
2. Resolva a equacio diferencial y"+4y=2+4x pelo método da variagdo das constantes.

3. a)Determine a solucdo da equagdio diferencial y"+4y = IOr(t), que satisfaz as condigdes

0, 0<z<l1
y(0)=0, y'(0) =1, onde r(t)= ;
e, t>1
e—SS
b)Calcule a inversa da Transformada de Laplace F'(s) = /R —
§“ + 2st5

4. Seja f(x,y) : R25R? tal que f(x,y)=(=y+Lx). Considere a regidio do plano

limitada por x = y> com x <4,
Calcule o integral de f(x,)) ao longo da linha C que é fronteira dessa regido, percorrida no
sentido retrogrado. Verifique o Teorema de Green.

: . g 1
5. Desenvolva em série de Fourier a fungdo peridédica f (x) = EM’ —-l<x<l1.

6. a) Calcule a 4rea da superficie z+x>+)> =4, z>2

2
b) Calcule o fluxo do campo f(x,y,z)=(e” , zx), através da superficie fechada

1+2%’
limitada superiormente pela superficie referida na alinea a) e inferiormente por z—2=0.

7. Considere um sistema diferencial linear homogéneo dado por
7/(r) = 47 (r)

onde A é uma matriz real , nxn . Supondo que A possui os valores proprios A =o+if e A=0-if},
descreva, justificadamente, como pode associar a esses valores duas solucdes reais do sistema.

8. Sejam f'e g duas funcdes de campo escalar em R’. Considere a fungio de campo vectorial Vg .

a) Calcule Vx ( A% g) .
b)  Mostre, justificando convenientemente, que sendo S uma superficie regular e C a linha
fechada bordo dessa superficie, se tem:

JI, (5 xVg)-ds =4, (1ve)-dar
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I°TESTE

e A duragdo do exame € 2horas + 30minutos.

e Cotacdo: As perguntas 1 e 6 valem 2 valores, as 2 a 5 valem 3 e as trés
restantes da PARTE II 2 valores cada.

e Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

PARTE I (cotagao: 16valores)

1.Determine a soluc¢do da equacdo diferencial y'+L1 y=(x-1)"

2e”

3.

2.Resolva a equacio diferencial y"—2y +y=

3.Determine a solugdo geral da equacao diferencial

1

-2y’ cosx)a,’x—(3y2 sinx)dyzO.
I-cosx

(

4. Resolva o seguinte sistema de equagdes diferenciais usando o método da variacio

4
X ==2x,—x,+t

das constantes. s ,
x,=—3x, =3t

5.Determine a solug¢do da equagdo diferencial y”+2y +4y=4u(r—2), que satisfaz as
condi¢des y(0)=0, y'(0)=2, onde u(r) é a funcdo de Heaviside com

descontinuidade em ¢=2.

-3
s+e ™’

(s=1)

6. Determine a funcao f(¢) cuja Transformada de Laplace é F(s)=

v.s.f.f.



PARTE II (cotacdo: 4 valores)

7. Mostre, por indu¢do matemadtica, que sendo £ a transformada de Laplace se tem

onde A é uma matriz real , nXn, ¥ =(x,,...,x,)" . Supondo que A possui n valores proprios

(n)

A,,...., A4, distintos e sendo u W u™ os respectivos vectores proprios, demonstre justificando,

: I : ~ i At
que o sistema tem n solucdes linearmente independentes da forma X =¢” 7 i,

v.s.f.f.
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2°TESTE

e A duragdo do exame € 2horas + 30minutos.

e Cotacdo: As perguntas 1 e 2 valem 3 valores, as 3 a 5 valem 10/3
e as duas restantes da PARTE II 2 valores cada.

e Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

PARTE I (cotagao: 16valores)

1. Calcule '[C ydx+ (3x +4/1+y* )dy em que C ¢ a fronteira da regido plana limitada

pelos gréficos de x=y* ¢ x=1 percorrida no sentido retrégrado.

2. a) Calcule o fluxo do rotacional de fix,y,z)=(y, -x, z) , de fora para dentro, sobre a
superficie z=2— x> — y* limitada por z=0, usando o Teorema de Stokes.
b) Verifique o Teorema.

3. Calcule o trabalho realizado por f(x,y,z)=(x, x, zy) ao longo da curva de intersec¢io
das superficies x> + y*> =4y e z=4 percorrida no sentido directo quando vista de

cima.

4. Calcule o fluxo de fix,y,2)=(yx, y, 0) para dentro da superficie limitada

superiormente por z =4 e inferiormente por z =4/ x4 y2
a) Por célculo directo
b) Usando o Teorema de Gauss

5. Determine a série de Fourier da funcdo periddica f(x) definida a partir de

f() —-x-1 —-1<x<0
x:
-x+1, O<x<l1

v.s.f.f.



PARTE II (cotacdo: 4 valores)

6. Seja f{x) uma funcdo periddica impar de periodo 2z, continua e derivavel por
seccoes. Considere uma fungao g(x) obtida por uma combinagdo linear de um numero finito

N
de fungdes trigonométricas tal g(x)= Z(:n sennx . Define-se o erro quadritico com que

n=1
T 2
g(x) representa f{x) pela fungdo E(c,,...,C,,...,Cy) = %.[_ [f(x)—g(x)] dx.

Mostre que o erro quadratico € minimo quando os coeficientes c,,...,c,,...,c, sd0 obtidos
pelas férmulas de Euler da série de Fourier que representa a func¢ao f{x).

7. Enuncie com rigor o teorema de Gauss. Mostre, utilizando-o, que sendo ¢ uma

funcdo de campo escalar harménica (A =0) em V< R® e sendo S a superficie envolvente
de Ve n o versor da normal exterior, se tem

0
[} 20as =0

v.s.f.f.
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RECURSO 1?Parte

¢ A duracdo do exame € 2horas + 30minutos de tolerancia.
e Cotagdo: As perguntas de 1 a 5 valem 16/5 valores e as restantes 2 cada.
e Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

PARTE | (16 VALORES)

1. Resolva a equagdo diferencial Lz +3y% |dx+2xydy = 0.
X (1 +x )

2. Determine a solug¢do do seguinte sistema diferencial usando o método da variacdo das

constantes

{ Y=y +y,+e
y, =4y +y,-2¢

3. Resolva, usando o método da variacio das constantes, a equacdo diferencial

vy =6y +10y = 6¢**senxcos x

4. Determine a solucdo da equacdo diferencial y”+4y +5y=e "u(t—rx), que satisfaz as

condi¢des y(0)=1, y’(0) =—4, sendo u(r-1) a fungdo de Heaviside com descontinuidade em .

_ 3+ se 38

5. Determine a funcio f(¢), (t eRr, ), cuja transformada de Laplace é F (s) = 3
(s—1)

v.s.f.f.



PARTE Il (4 VALORES)

6. Considere uma equacao diferencial de 1* ordem da forma

y'=flxy)

onde f é uma funcdo homogénea de grau zero. Demonstre que por uma mudanga de varidvel
conveniente esta equagdo pode ser transformada numa equacio de varidveis separdveis.

7. Seja F(x,y,C)=0 uma familia de curvas a um parametro C (Ce R).

a) Defina trajectdrias ortogonais a essa familia de curvas.
b) Indique, justificadamente, como pode obter a partir de F(x,y,C)=0, a equagdao
diferencial que define essas trajectdrias ortogonais.

v.s.f.f.
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RECURSO 2*Parte

e A duragdo do exame € 2horas + 30minutos de tolerancia.
e Cotacdo: As perguntas de 1 a 5 valem 16/5 valores e as restantes 2 cada.
¢ Justifique convenientemente todos os cdlculos que efectuar.

PARTE | (16 VALORES)

1. Calcule a drea da regido do plano limitada superiormente por x° + y> =2 e

inferiormente por y = x” , usando o Teorema de Green.

2. Calcule o trabalho realizado pelo campo de for¢as f (x,y,z)=(z,z,2y) ao longo da

curva de intersec¢do das superficies x°’—y +z°=0 e x> +z° = y* para y 20, usando

para o efeito o teorema de Stokes.

JT,3)

o senydx+ xcos ydy+2zdz € independente do caminho e

. (a
3. Mostre que o integral I @

calcule-o.

4. a) Considere o volume V limitado pela superficie envolvente S definida por x = y*+ 7’
e por x = 3. Calcule o fluxo do campo vectorial F(x, y, z) = (2, y, z) de fora para dentro do

volume V.

b) Verifique o teorema de Gauss.

5. Desenvolva em série de co-senos a fun¢do f(x)=x+2, xe |-7,0[.

v.s.f.f.



PARTE Il (4 VALORES)

6. Enuncie o teorema de Stokes. Mostre, utilizando-o, que sendo v =(a,b,c) um vector

3 . ~ .
constante de R’ e considerando a func¢do de campo vectorial v Xr, sendo r o vector

—ﬁ,l—x,i—x € R3, se tem:
22 2

”S (a,a,a) -ndS :§C (vxr)-da
7. Considere a equagdo da corda vibrante

0’y , 9%
3t ax

Determine, justificando convenientemente, a solu¢do da equacdo com as condi¢des

y(x,0)= f(x), g—y(x,O) = g(x) e considerando a corda de extremos x=0 e x=L fixos e
t

com ordenada 0, usando o método de separacao de varidveis e séries de Fourier.

v.s.f.f.
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RECURSO

e A duragdo do exame € 2horas + 30minutos de tolerancia.
e Cotacdo: As perguntas de 1 a 6 valem 16/6 valores e as restantes 2 cada.
¢ Justifique convenientemente todos os cdlculos que efectuar.

PARTE | (16 VALORES)

1. Resolva, usando o método da variagdo das constantes, a equagdo diferencial

y =6y’ +10y = 6¢™ senxcos x

2. Determine a solucdo da equacdo diferencial y”+4y +5y=e "u(t—rx), que satisfaz as

condigdes y(0)=1, y'(0) =—4, sendo u(z-w) a fun¢io de Heaviside com descontinuidade em .

—3s
3. Determine a funcio f(t), (t eR,’ ), cuja transformada de Laplace é F () = 3 3 +-5 3
(s—1)7 (s-1)

4. a) Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas f (x,y,z)=(z,2,2y) ao longo da

curva de intersec¢do das superficies x’—y +z°=0 e x> +z° = y* para y >0, usando

para o efeito o teorema de Stokes.

b) Verifique o Teorema.

5. a) Considere o volume V limitado pela superficie envolvente S definida por x = y* +z°
e por x = 3. Calcule o fluxo do campo vectorial F(x,y,z)= (2, y, z)de fora para dentro do

volume V.
b) Verifique o teorema de Gauss.

6. Desenvolva em série de co-senos a fungdo f (x) =x+2, x€ ]—71',0[.

v.s.f.f.



PARTE Il (4 VALORES)

7. Considere uma equacao diferencial de 1* ordem da forma

y'=flxy)

onde f é uma funcdo homogénea de grau zero. Demonstre que por uma mudanga de varidvel
conveniente esta equagdo pode ser transformada numa equacio de varidveis separaveis.

8. Considere a equagdo da corda vibrante

o’y _ , 0%y
T Y

Determine, justificando convenientemente, a solu¢do da equacdo com as condi¢cdes

y(x,0)= f(x), a—y(x,O) = g(x) e considerando a corda de extremos x=0 e x=L fixos e

ot

com ordenada 0, usando o método de separacao de varidveis e séries de Fourier.

v.s.f.f.
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1°TESTE

Resolva as partes I e II separadamente em cada uma das 2 folhas de capa fornecidas.
N&o é permitido sair da sala durante a prova e a sua durag&o é de 2h.

As folhas de continuago deverdo ser também devidamente preenchidas.

Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

PARTE 1

1. Determine a solugdo geral da equagéo diferencial
(2x ) dx + (e_(y+°°S(y)) ~x° sin(y)) dy=0

2. Resolva a seguinte equagdo diferencial pelo método da variagdo das constantes
y'+4y =4t

3. Resolva o seguinte sistema de equacdes diferenciais usando o método da variagdo das
constantes:

x; = 3x,+cos3t
x, =—3x, +sin3¢

4. a) Determine a fungdo f (t), (t eR,’ ), cuja transformada de Laplace € I (s) = ——1—3
(3-s)

b) Calcule, usando Transformada de Laplace, a solucdo da equagdo diferencial
y'+3y =sin(t —m)u(t — ) , com y(0)=2

(Cotagdo: As perguntas de 1 a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.)

v.s.f-f.
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1°TESTE

Resolva as partes I e I separadamente em cada uma das 2 folhas de capa fornecidas.
Nao é permitido sair da sala durante a prova e a sua duracgdo ¢ de 2h.

As folhas de continuagio deverdo ser também devidamente preenchidas.

Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

PARTE II

5. Considere a equagdo diferencial linear de coeficientes constantes y" +ay”+by' =0, onde a e

b sdo numeros reais. Discuta as solucOes dessa equacdo, em funcdo de a e b, justificando
convenientemente.

6. Enuncie e demonstre o Teorema da Convolugdo para a transformada de Laplace da
convolucdo de duas fungdes fe g.

(Cotagdo: As perguntas de | a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.)

v.s.f.f.
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FEUP 2 TESTE

e A dura¢do do exame € 2horas.
o Cotacdo: As perguntas de 1 a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.
» Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

1. Calcule o fluxo do rotacional de f{x,y,2)=(y,-x,z) , de fora para dentro, sobre a superficie
2
z=2 4 y2 limitada por z=1, usando o Teorema de Stokes.

2. Calcule a 4rea da casca definida por z=4—+/x*+)*, 2>0.

3. Calcule o fluxo de f(x,y,2)=(0, O, Z°) para dentro da superficie limitada superiormente por

x% +y* + 2% = 4 ¢ inferiormente por z = \/xz +y?

4. Determine a série de Fourier da fungdo periddica fx) definida a partir de

f(x):{—x—l -1<x<0 .

x—1, O<x<l

5. Considere a superficie regular S definida por
r(u,v) = X(u,v)i+Yw,v)j+Zu,v)k, (u,v)eT cR>.

Mostre, justificando convenientemente, que o vector fundamental € perpendicular a superficie
S em cada um dos seus pontos

6. Sejam U e V dois campos escalares diferencidveis em R’. Considere o campo vectorial
W=VUxVV.
a) Mostre que diviW =0.

b) Diga, justificando convenientemente, qual o valor de ﬁ)SW-dS , sendo S uma superficie

fechada regular.
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FEUP EXAME

e A dura¢do do exame € 2horas. ,
» Cotagdo: As perguntas de 1 a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.
o Justifique convenientemente todos os célculos que efectuar.

1. Resolva, usando o método da variacio das constantes, a equacio diferencial " +8y'+20y =™

2. a) Calcule, usando Transformadas de Laplace, a solugdo da equacdo diferencial y"+9y =9, com
(0)=0 e y'(0)=0.

b) Determine a fungdo 'f(¢), (t eR,’ ), cuja transformada de Laplace é F(s) =

3. Sejam P(x,y) e O(x,y) fungGes homogéneas do mesmo grau de homogeneidade. Considere a equagao
diferencial P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0. Mostre que efectuando a mudanca de varidveis x =pcosO e

y =psenH, anova equacdo obtida € de varidveis separaveis.

4. Calcule o fluxo do rotacional do campo vectorial f (x, y,z) = z%i+2xj— y’k através da superficie

X2 +3y*+22 =7 com x2+/3.
5. Desenvolva em série de Fourier a fungo periodica f(x)=-x-1, xe]-L1I[.

6. Mostre que sendo f e g duas fun¢des de campo escalar harménicas (div(Vf) =0 e div(Vg)=0)
em ¥V <R’ esendo S a superficie envolvente de V' se tem

0 0
Jf,r Las=[f ¢Las
of og

onde on e n representam as derivadas direccionais dos campos escalares respectivos na direc¢ao
n n

do versor da normal 7.




Licenciaturas em Eng Mecdnica e em Gestdo ¢ Eng Industrial

ANALISE MATEMATICA III

Universidade do Porto

2010-02-09

Faculdade de Engenharia

F E U P EXAME 1 PARTE

¢ A duragdo do exame € 2horas.
o Cotagdo: As perguntas de 1 a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.
o Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

XV

. . . 1 :
1. - Determine a solugéio geral da equag@o diferencial [~——+x ye? J dy+ yzexy dx=0
y

2. Resolva o seguinte sistema de equacdes diferenciais usando o método da variagdo das constantes:
r_ ~t
{xl ==2x,—X,+e

xy=x, +e't

3. Resolva, usando o método da variagdo das constantes, a equacdo diferencial y”+8y'+20y =e™

4. a) Calcule, usando Transformadas de Laplace, a solugdo da equag@o diferencial »"+9y =9, com

¥(0)=0 e y"(0)=0.

4+e_3s

2

b) Determine a fungdo £(t), (t eR,’ ), cuja transformada de Laplace é F(s) =
§“4+25+5

5. Sejam P(x,) e QO(x,y) fun¢des homogéneas do mesmo grau de homogeneidade. Considere a
equagdo diferencial P(x,y)dx+O(x,y)dy =0. Mostre que efectuando a mudanga de variaveis

x=pcosO e y =psenH, a nova equagdo obtida € de varidveis separaveis.

6. Mostre, justificando convenientemente, que se

L[f(O]=F(s) entlo L] f(t —a)u(t —a)|=e ™" F(s), (a20).

sendo u(t-a) a fungdo de Heaviside com descontinuidade em a. e L(f(t)) a Transformada de Laplace de

1 0)
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EXAME 27 PARTE

o A duracdo do exame ¢ 2horas.
o Cotago: As perguntas de 1 a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.
» Justifique convenientemente todos os célculos que efectuar.

1. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas f(x,y) = ( ¥, w) ao longo dos lados do

tridngulo com vértices nos pontos (0,0), (0,1) e (1,0). Verifique o teorema de Green.
gu p q

. , . 2
2. Determine a 4rea da superficie 2y* —(x+z) =0 com x+2z<2, x20, z20.

3. Calcule o fluxo do rotacional do campo vectorial f (x, y,z) = z%i+2xj— ¥’k através da superficie

X4y +22=7 com x243.

4. Desenvolva em série de Fourier a fungdo periédica f(x)=-x-1, xe]-L1[.

5. Mostre que sendo f e g duas fungdes de campo escalar harménicas (div(Vf) =0 e div(Vg) =0 )

em /' <R’ esendo S asuperficie envolvente de } se tem

Jf,r L as- Usgg_f; ds
o | og

onde ™ e e representam as derivadas direccionais dos campos escalares respectivos na direc¢do
n n

do versor da normal 7.

6. Enuncie o teorema de Stokes. Mostre, utilizando-o, que sendo v = (a,b,c) um vector constante

de R’ e considerando a fun¢do de campo vectorial vxr, sendo r o vector de posicdo do ponto
genérico (x,y, z) e R, se tem:

,fJ.SV'dS =<.fﬂC(v><r)-a’a
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FEUP EXAME

e A dura¢do do exame € 2horas.
o Cotacdo: As perguntas de 1, 2, 4 ¢ 5 valem 4 valores e as restantes 2 cada.
» Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

1

X

=0

1. Determine a solugio geral da equagdo diferencial y'—x72y + 5
-Xx

2. a) Calcule, usando Transformadas de Laplace, a solucdo da equacdo diferencial
V'+4y' +5y=5u(-1),
com 1(0)=0 e y"(0)=0 e sendo u(z-1) a fungdo de Heaviside com descontinuidade em 1..

b) Determine a fungio f(¢), (t eR,’ ), cuja transformada de Laplace é F'(s) = al

s —=2s5+1

3. Seja F(x,y,C)=0 uma familia de curvas a um pardmetro C (C e R).

a) Defina trajectorias ortogonais a essa familia de curvas.
b) Indique, justificadamente, como pode obter a partir de F(x,y,C)=0, a equagdo diferencial que define
essas trajectdrias ortogonais.

4. Calcule o fluxo do rotacional de f(x, y,z) = xj+zk através da superficie x* +4y* +4z° =4 no 1°

octante.

5. Desenvolva a fungdo f(x)= Ix —1|, x €(-2,0) em série de co-senos.

6. Considere a superficie S fechada regular definida pela fungdo  vectorial
r(u,v)=X (u,v)i+Y (u,v)j+Z(u,v)k, (u,v)eT =R*. Mostre que o valor do volume do sélido

limitado por S, € dado por:

X(u,v) Y(u,v) Z(u,v

1 oX oY oz
Tax o oz

ov ov ov
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F E U P ' EXAME 1* PARTE

e A duragdo do exame € 2horas.
o Cotagdo: As perguntas de 1 a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.
 Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

1. Determine a solucfo geral da equagdo diferencial y'—x7y +

2. Resolva o seguinte sistema de equagdes diferenciais usando o método da variagdo das constantes:
x| = —x, +3t"sen(2t)
x} =4x, —6t*cos(2t)

3. Resolva, usando o método da variagdo das constantes, a equacdo diferencial y"—3)'+2y =te'

4. a) Calcule, usando Transformadas de Laplace, a solu¢@o da equacdo diferencial
V'+4y' +5y=5u(-1),
com ¥(0)=0 e y"(0)=0 e sendo u(z-1) a fungdo de Heaviside com descontinuidade em 1..

b) Determine a fungio £(¢), (t eR,” ), cuja transformada de Laplace é F () = 5 al
s“—2s+1

5. Seja F(x,y,0)=0 uma familia de curvas a um pardmetro C (Ce R).

a) Defina trajectdrias ortogonais a essa familia de curvas.
b) Indique, justificadamente, como pode obter a partir de F(x,y,C)=0, a equagdo diferencial que define
essas trajectorias ortogonais.

6. Mostre, utilizando o principio da indug@o matematica, que o operador diferencial
(D-a)",ne N, é anulador das funcdes e, xe™,...,x" 'e™ Vne N
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EXAME 2*PARTE

e A dura¢do do exame € 2horas.
o Cotacdo: As perguntas de 1 a 4 valem 4 valores e as restantes 2 cada.
 Justifique convenientemente todos os calculos que efectuar.

cosy

1. Considere o campo de forgas f(x,y)= ( 2™ 2xye™” —xy* sen y = ) . Mostre que o

trabalho realizado por f ao longo da curva C(z) = [x(t) , y(t)] , entre os pontos C(a) e

C(b) , depende somente desses pontos.

2. Calcule ” stdS , sendo superficie S dada por y*+2z> =9 com 0<x<3.

3. Calcule o fluxo do rotacional de f(x,y,z)=xj+zk através da superficie x* +4)* +4z* =4

no 1° octante.

4. Desenvolva a fungdo f(x)=|x—1|, x €(-2,0) em série de co-senos.

5. Enuncie com rigor o teorema de Green.
O momento de inércia polar de uma superficie plana S, limitada por uma linha fechada C,
relativamente a origem de um sistema de coordenadas cartesianas é dado por

I,= HS r*(x,y) dedy em que r(x,y) ¢ a distancia do ponto (x,y) & origem.

Obtenha uma expressdo que lhe permita obter o momento de inércia polar a partir de um
integral de linha ao longo de C.

6. Considere a superficie S fechada regular definida pela fungdo vectorial
r(u,v)=X (u,v)i+Y (u,v)j+Z(u,v)k, (uv)eT cR’.Mostre que o valor do volume do

solido limitado por S, € dado por:

X(u,v) Y(u,v) Z(u,v)
1 oX oY oz
e = =
x o
ov ov ov

dudv _
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EXAME

e A duracdo do exame € 2horas + 30minutos de tolerincia.
o Cotagdo: As perguntas de 1 a 6 valem 2,5 valores e as trés restantes 5/3 cada.
o Justifique convenientemente todos os célculos que efectuar.

PARTE |

2e7*

5 -
—X

1. Resolva a equacio diferencial y" +2y'+y=

2. Classifique e resolva a equagdo diferencial 3y’ — y— (x2 — 1)y'2 =0.

X —

3. Determine a solugdo da equacdo diferencial y"+2y'+4y = 4u(t - 2)+ 4, que satisfaz as
condiges y(0)=0, y'(0)=0, onde u(t) é a fungdo de Heaviside com descontinuidade em x=2.

PARTEIII

4. Calcule ch ydx—xdy +zdz onde C é a curva de intersecgdo das superficies z* +x° =1 e

y+x=1.

5. Considere o volume V como sendo o cubo [— l,l]x [— l,l]x [— 1,1]. Calcule o fluxo do

campo vectorial F (x, Y, z) = (yz, yX, Zy) de fora para dentro do volume V.

. ~ - 0, O0<x<l1 -
6. Determine a expansdo da funcdo f (x) = L em série de senos.
-1, l<x<m

v.s.f.f.
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EXAME

PARTE Il

Do seguinte grupo de questdes responda a trés delas.

7. Enuncie e demonstre o Teorema da Convolugdo para a transformada de Laplace da
convolugdo de duas fungdes fe g.

8. Considere um sistema diferencial linear homogéneo dado por
X(t) = Ax(t)

onde A é uma matriz real , nxn, X =(X,,....x,)" . Supondo que A possui n valores proprios

As-h, € respectivos vectores proprios u”,...,ui™ demonstre, justificadamente, que o

n
- Ses i : ~0) _ Mo
sistema tem n solu¢des linearmente independentes da forma x™ =e ' u™.

9. Enuncie o teorema de Stokes e mostre, utilizando-o, que se a fun¢do F € uma fungio
gradiente, entdo sendo C uma linha fechada regular se tem:

§CF -da =0

10. Considere a equag@o em derivadas parciais
, 0%z 0’z , 0%z
a”~—+2ab +b"—=0 abeR
ox 0x0y Oy

Mostre, justificando convenientemente, que a solu¢io da equacdo é dada por

z= f(ay —bx)+ xg(ay—bx)

v.s.f.f.
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EXAME

e A duracdo do exame € 2horas + 30minutos de tolerincia.
o Cotagdo: As perguntas de 1 a 6 valem 2,5 valores e as trés restantes 5/3 cada.
o Justifique convenientemente todos os célculos que efectuar.

PARTE |

1. Resolva a equacio diferencial y" —2y'+5y = 2e” cos(2x).

2. Determine a solugdo geral da equacdo diferencial (senx — 2y3 cosx)dx — (3 y2 sin x)dy =0.

3. Determine a solu¢do da equacdo diferencial y"—4y'+5y=>5tu (t - 5), que satisfaz as
condi¢des y(O) =0, y’(O) =0, onde u(t) € a funcdo de Heaviside com descontinuidade em x=5.

PARTEIII

4. Considere a superficie z+x" +y’ —4=0 com z>0. Calcule o fluxo do campo

f (x,y,z)=(x,y,z) através dessa superficie.

S. Calcule ch —ydx + xdy + zdz onde C é a curva de intersec¢do das superficies y=2z"+x" e

y=4.

. N . 0, O<x<m .
6. Determine a expansdo da fungdo f (x) = em série de co-senos.
T—X, T<X<2®

v.s.f.f.
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EXAME

PARTE Il

Do seguinte grupo de questdes responda a trés delas.

7. Considere o sistema diferencial linear de coeficientes constantes

¥'=Ai+f (ReR")
Seja X =[XX,..X,] a matriz das n solugdes linearmente independentes do sistema
homogéneo associado. Mostre que X =X-U com U =J.X‘lf dt ¢é solugdo particular do

sistema completo.

8. Mostre, por indu¢@o matemdtica, que sendo L a transformada de Laplace se tem

9. Considere a superficie S fechada regular definida pela fungdo vectorial
r(u,v)= X(u,v)i + Y(u,v)j + Z(u,v)k, (u,v)e T cR*. Mostre que o valor do volume do
s6lido limitado por S, é dado por:

X(u,v) Y(u,v) Z(u,V

1 o0X oY oz
V(V) =— J.J‘ E E E dudv
ooy a2

ov ov ov

(Nota: Utilize convenientemente o teorema de Gauss)

10. Mostre, justificando convenientemente, que sendo o e [ raizes reais distintas da
equacdo ar” +br +c =0, a solugdo da equagio em derivadas parciais
2 2 2
a 6_§ +b 0z +c a—f =0
0x 0x0y Oy
édadapor z= f(ax+y)+g(PBx+y).

v.s.f.f.



